




در مملكت ما از قديم الايام تا به امروز مردم برای رشتۀ تجربی سر و دست می شكوندن. چون از راه اين رشته می تونن طبيب بشن و 
مطب بزنن و سری توی سرا در بيارن. برای همين در مملكت ما از لحظه ای كه بچه ای جيغ حياتش رو می كشه بهش می گن: سلام 
دكتر جان! انگار انسان ها دو دسته اند: دكتر و هيچی! يعنی يا دكتر می شی يا هيچی نمی شی! اين نوع تفكر باعث شده كه در مملكت 
ما تعداد آدمايی كه ستينگز (settings) كارخونه شون رياضيه ولی می رن تجربی زياد بشه.۱ ندايی در ناخودآگاه اين آدما هست كه 

فرياد می زنه: «من رياضی می خوااااااام!»
و البته اين كه توی مملكت ما خيلی چيزا افراط و تفريطيه گاهی هم چيز بدی نيست. مثلاً خدا رو شكر بچه های تجربی كمی افراطی 
رياضی می خونن و اين خبر خوبيه برای تجربی رفته های رياضی دوست! و خلاصه اين كه در مملكت ما اگر رشته ات تجربيه و می خوای 

دكتر بشی بايد خيلی خوب رياضی و فيزيک بخونی (حتی گاهی بيشتر از رياضيا!)
كتاب ماجرای بيست رياضی ۲ طوری نوشته شده كه هم رياضی رو خيلی راحت بفهمی و هم در امتحان های تشريحی خيلی راحت 
۲۰ بگيری. چون خداوند مؤلف اين كتاب رو برای خوب فهموندن رياضی به بندگانش خلق كرده. جا داره همين جا به دكتر كوروش 

اسلامی بگم: كوروش جان ممنون كه قبول كردی اين كتاب رو تأليف كنی. مطمئنم كه بچه های تجربی دعات می كنن.
در ضمن سپاس از همۀ دست اندركاران توليد اين كتاب از جمله خانم انسيه سادات ميرجعفری كه نيروی محركۀ واحد تأليف كتابای 
ماجراست و ويراستاران خوبمون خانم مريم نظری، آقايان صادق محمدی و پيام ابراهيم نژاد و صد البته دوستان خستگی ناپذيرمون 

در واحد توليد. دست همتون درد نكنه.

شاد باشيد از ته دل.  

1- از حق نگذريم، شايد دليل اين كه پزشكاى ايرانى تو دنيا بهترينن همينه.



سلام
كتاب های ماجرا اولش قرار بود خيلی ماجراجويانه تر و جالب تر نوشته شوند. حتی توی جلسه هايی كه در اين باره داشتيم، بعضی ها 

می گفتند كه متن كتاب ماجرا بايد مثل يک داستان باشد، كلی پيشنهاد ديگر هم بود: كاريكاتور، جوک، انيميشن و ...
اما در عمل، كتاب های ماجرا اين طور شدند كه می بينيد. علتش هم به نظرم كاملاً معلوم است؛ ماجرای هر كسی با هر كدام از 
درس هايش، يک ماجرای منحصربه فرد است. ممكن است من با درس رياضی ام ماجرا داشته باشم، شما با درس فارسی تان و ديگری 
با هر درس ديگری، تازه ماجراهای هر كدام از ما با درس ها و معلم هايمان طيف خيلی وسيعی دارد: تراژدی، كمدی، اخلاق مدار، 

انگيزشی، سرگرم كننده و ...
خلاصه اش اين كه تصميم گرفتيم متن كتاب ماجرا را به توضيح هر چه بهتر درس ها و طرح مجموعه ای از سؤال های خوب اختصاص 

دهيم. حالا بگذاريد در مورد اين كتاب برايتان بگويم:
شما كه دانش آموز پايۀ يازدهم رشتۀ تجربی هستيد بايد بدانيد كه كتاب درسی تان نسبتاً پربار و پركار است؛ يعنی اين شماييد و 

يک كتاب درسی پرملات!
پس بهتر است از همين الآن (�ه البته نمی دانم كی و كجای سال تحصيلی است) همۀ حرف و حديث ها را بگذاريد كنار و درس 

رياضی را خوب و دقيق بخوانيد.
سعی ام اين بوده كه بدون زياده گويی، همه چيز را توضيح دهم و بعدش هم تمرين های لازم و كافی (يعنی نه كم تر و نه بيشتر) 
برای تسلطتان بنويسم. تا اين جايش يعنی نوشتن كتاب، وظيفۀ من بود، اما كار شما چيست؟ يا چه طور از اين كتاب استفاده كنيد:
 درس نامه ها را با صبر و حوصله بخوانيد. به هر مثالی كه رسيديد. اول سعی كنيد خودتان حل كنيد و بعد چه حل كرديد و چه 

نه، جواب مثال را بخوانيد و ياد بگيريد.
 يک بار كه درس نامه را خوانديد، برگرديد و سعی كنيد مثال ها را خودتان حل كنيد. يک كار خيلی خوب (و البته يک كم 
سخت!) كه می توانيد بكنيد اين است كه در دور اول خواندن درس نامه، صورت مثال ها را در برگه های جداگانه ای بنويسيد و بعد از 

تمام شدن درس نامه، مثال ها را بدون استفاده از كتاب حل كنيد.
 حالا برويد سراغ «سؤالات امتحانی»؛ علت اين كه اسم اين قسمت را گذاشته ايم سؤالات امتحانی، اين است كه سؤالات اين قسمت 

طوری طراحی شده اند كه ممكن است نمونه شان را در هر آزمونی ببينيد.
سؤال های با علامت  ، سخت ترين سؤال هر درس هستن. اگه به کمتر از ۲۰ راضی نميشی، بعد از تسلط رو سؤال های ديگه، برو سراغ اون ها.

 در آخر هر فصل يک آزمون منتخب از سؤال های امتحانی مدارس سراسر كشور آورده ايم، تا با حال  و هوای انواع سؤال ها بيشتر 
آشنا شويد. از حل اين سؤالات هم غفلت نكنيد!

 برای حل سؤال ها زمانتان را برنامه ريزی كنيد. ممكن است تعداد سؤال های يک فصل برای يک بار حل كردن زياد باشد، در اين 
صورت سؤال ها را به چند قسمت تقسيم كنيد و در زمان های مشخصی آن ها را حل كنيد.
 در فاصله های منظم و قبل از هر آزمون يا امتحان جدی، دوباره تمرين ها را حل كنيد.

پيشنهاد می كنم هر ماجرايی را كه در مورد هر قسمت از درس های رياضی مربوط به اين كتاب (چه در خانه يا در كلاس) برايتان 
اتفاق می افتد بنويسيد و برايمان بفرستيد. ما اين ماجراها را می خوانيم و آن هايی را كه جالب تر باشند در كتاب سال آينده چاپ 

می كنيم.
تشخيص اين جالب بودن هم با ماست. به هر حال با همين نوشتن هاست كه چيزهايی كه برای شما يا ما خاطره (ماجرا) است برای 

ديگران جوک می شود!
در پايان از خانم ها سميرا هاشمی و مهشاد زاهدی كه با تماس های خود در رفع اشكالات اين كتاب در چاپ جديد ما را ياری كردند، 

بسيار تشكر می كنيم.
خندان و پيروز باشيد.  



فصل اول: هندسه تحلیلی و جبر     
۷ درسنامۀ ۱: هندسه تحلیلی ـ یادآوری 
۱۰ درسنامۀ ۲: هندسه تحلیلی 
۱۴ درسنامۀ ۳: تابع درجه ۲ و معادلۀ درجه دوم 
۱۶ درسنامۀ ۴: مجموع و حاصل ضرب ریشه های معادلۀ درجه۲ 
۱۸ درسنامۀ ۵: ماکسیمم یا مینیمم سهمی 

۲۴ درسنامۀ ۶: معادله های گویا 
۲۶ درسنامۀ ۷: معادلات رادیکالی 
۲۸ آزمون جمع بندی فصل اول 
۲۹ پاسخ  سؤال های امتحانی 
۳۹ پاسخ  آزمون جمع بندی فصل اول 

شماره صفحۀ امتحان      شماره صفحۀ پاسخ  
۲۵۱  ۲۴۹ امتحان شمارۀ (۱): نمونه امتحان نیم سال اول 
۲۵۵  ۲۵۳ امتحان شمارۀ (۲): نمونه امتحان نیم سال اول 
۲۵۹  ۲۵۷ امتحان شمارۀ (۳): نمونه امتحان نیم سال دوم 
۲۶۴  ۲۶۲ امتحان شمارۀ (۴): نمونه امتحان نیم سال دوم 
۲۶۹  ۲۶۷ امتحان شمارۀ (۵): نمونه امتحان نیم سال دوم ـ نهایی خرداد ۱۴۰۲ 
۲۷۳  ۲۷۱ امتحان شمارۀ (۶): نمونه امتحان نیم سال دوم ـ نهایی خرداد ۱۴۰۳ 

فصل دوم: هندسه 

۴۴ درسنامۀ ۱: ترسیم های هندسی 
۵۰ درسنامۀ ۲: استدلال و نسبت 
۵۵ درسنامۀ ۳: قضیۀ تالس 
۵۹ درسنامۀ ۴: تشابه مثلث ها 

۶۳ درسنامۀ ۵: روابط طولی در مثلث قائم الزاویه 
۶۶ آزمون جمع بندی فصل دوم 
۶۸ پاسخ  سؤال های امتحانی 
۷۶ پاسخ  آزمون جمع بندی فصل دوم 

فصل سوم: تابع 

۷۹ درسنامۀ ۱: آشنایی با برخی از انواع توابع 
۸۵ درسنامۀ ۲: تابع جزء صحیح 
۸۹ درسنامۀ ۳: وارون تابع و تابع یک به یک 
۹۲ درسنامۀ ۴: به دست آوردن ضابطۀ تابع وارون 

۹۵ درسنامۀ ۵: اعمال روی تابع 
۱۰۰ آزمون جمع بندی فصل سوم 
۱۰۱ پاسخ  سؤال های امتحانی 
۱۱۵ پاسخ  آزمون جمع بندی فصل سوم 

فصل چهارم: مثلثات 

۱۱۸ درسنامۀ ۱: واحدهای اندازه گیری زاویه 
۱۲۶ درسنامۀ ۲: روابط تکمیلی بین نسبت های مثلثاتی 
۱۳۷ درسنامۀ ۳: توابع مثلثاتی 

۱۴۵ آزمون جمع بندی فصل چهارم 
۱۴۶ پاسخ  سؤال های امتحانی 
۱۵۵ پاسخ  آزمون جمع بندی فصل چهارم 

فصل پنجم: توابع نمایی و لگاریتمی 

۱۵۷ درسنامۀ ۱: تابع نمایی و ویژگی های آن 
۱۶۲ درسنامۀ ۲: تابع لگاریتمی 
۱۶۶ درسنامۀ ۳: ویژگی ها و قوانین لگاریتم 
۱۷۰ درسنامۀ ۴: معادله های لگاریتمی 

۱۷۲ درسنامۀ ۵: نمودارها و کاربردهای توابع لگاریتمی و نمایی 
۱۷۷ آزمون جمع بندی فصل پنجم 
۱۷۸ پاسخ  سؤال های امتحانی 
۱۸۷ پاسخ  آزمون جمع بندی فصل پنجم 

فصل ششم: حد و پیوستگی 

۱۹۱ درسنامۀ ۱: فرایندهای حدی 
۱۹۵ درسنامۀ ۲: محاسبۀ حد تابع 
۲۰۳ درسنامۀ ۳: پیوستگی 

۲۱۲ آزمون جمع بندی فصل ششم 
۲۱۳ پاسخ  سؤال های امتحانی 
۲۲۶ پاسخ  آزمون جمع بندی فصل ششم 

فصل هفتم: آمار و احتمال 

۲۲۸ درسنامۀ ۱: احتمال شرطی 
۲۳۳ درسنامۀ ۲: پیشامدهای مستقل 
۲۳۵ درسنامۀ ۳: آمار توصیفی 

۲۴۰ آزمون جمع بندی فصل هفتم 
۲۴۱ پاسخ  سؤال های امتحانی 
۲۴۷ پاسخ  آزمون جمع بندی فصل هفتم 



 سال گذشته با مفهوم تابع آشنا شديم.
ديديم: تابع مجموعه ای از زوج های مرتب است كه در آن هيچ دو زوج مرتب متفاوتی مؤلفه های اول يكسان نداشته باشند.

به بيان ديگر تابع، رابطه ای بين x و y است كه در آن به ازای هر مقدار x دقيقاً يک مقدار برای y به دست آيد.
اگر نمودار يک تابع را در دستگاه مختصات رسم كنيم هر خط موازی محور yها نمودار را حداكثر در يک نقطه قطع می كند.

 كدام يک از نمودارهای زير يک تابع را مشخص می كند؟

(الف)(ب)(پ)

(ت)(ث)(ج)

،  و  تابع اند و بقيه تابع نيستند.  طبق توضيحات بالا 

 
دامنۀ تابع مجموعۀ مقادير مؤلفه های اول زوج های مرتب يا مجموعۀ xهای تابع است. روی نمودار تابع نيز، مجموعۀ xهای نقاط نمودار (يا همان تصوير 

نمودار روی محور xها) نشان دهندۀ دامنۀ تابع است.
.Df = { }0 1 5, , f دامنه برابر است با  = -{ }( , ) , ( , ) ,( , )0 2 1 3 5 3 مثلاً در تابع 
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 دامنۀ هر كدام از تابع های زير را تعيين كنيد.

(الف)(ب)(پ)

(ت)(ث)(ج)

} است. دقت كنيد كه دامنۀ (و نمودار) اين تابع از نقاط مجزا تشكيل شده  , , , , }- -2 1 0 2 3  دامنۀ تابع شكل  برابر مجموعۀ نقاط
 ( , ] ( , )-¥ - + ¥1 0 ]. در شكل  دامنه برابر است با , ) { } ( , ) { }- - -4 2 1 0 2 3   است. در شكل  دامنه برابر است با
¥- می رود. در  دامنه برابر است  ¥+ يا دقت كنيد كه وقتی نمودار تابع تا انتهای محور ادامه دارد منظورمان اين است كه دامنه تا
) دارد و متعلق به دامنۀ تابع است. دامنۀ شكل  برابر  )y =1 x مقدار مشخصی = ] . دقت كنيد كه نقطۀ1- , ) ( , )- + ¥3 1 1 با
x يک نقطۀ توخالی داريم ولی چون  . دقت كنيد كه با اين كه در1= - -{ }1 . و در آخر دامنۀ شكل  برابر است با -{ }1 است با

x جزء دامنۀ تابع است. x تعريف شده است (وy      اش برابر ۱ است) پس1= تابع در1=

رابطه ای كه y را به x  مرتبط می كند يا از آن مقدار y را برحسب x به دست می آوريم، ضابطۀ تابع است. هر تابع با ضابطه و دامنه اش مشخص 
می شود. يعنی برای مشخص بودن يک تابع بايد هميشه ضابطه و دامنه اش را داشته باشيم. اگر در تابعی فقط ضابطه را داشته باشيم بنا به قرارداد 

دامنه را بزرگ ترين مجموعۀ ممكن برای تعريف شده بودن تابع در نظر می گيريم.

 تابع  های زير را رسم كنيد.
f (پ x x( ) == f (ب 2 x x( ) == f (الف2 x x( ) == 2

¾¹¶Hj == ¾¹¶Hj == --( , ]1 2¾¹¶Hj == --{ , , , }1 0 1 2

y است. فقط موقع رسم نمودار بايد به دامنه توجه كنيم و نمودار را با توجه به دامنه رسم كنيم: x= 2  نمودار تابع تمام يا قسمتی از خط

 
m پيدا می كنيم و بعد معادلۀ خط را با استفاده  y y

x x
=

-
-

2 1

2 1

برای نوشتن ضابطۀ يک تابع خطی، اول شيب خط را با استفاده از مختصات دو نقطه از آن از رابطۀ
) می نويسيم. در اين حالت هم بايد دامنۀ تابع را مشخص كنيم. ) ( )y y m x x- = -1 1 y يا mx h= + از رابطۀ

q چندجمله ای باشند می گوييم يک تابع گويا. در اين تعريف دقت كنيد: x( p و( x( f نوشته می شود كه در آن( x p x
q x

( ) ( )
( )

= به هر تابعی كه ضابطه اش به شكل

q بايد مخالف صفر باشد (چرا؟) x( )  
f هر سه گويا هستند. x x( ) = 3 f و x( ) = 3 f و x

x
( ) = 3 q می تواند برابر يک عدد ثابت (و در حالت خاص ۱) باشد؛ يعنی به عنوان مثال سه تابع x( )  
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 كدام يک از ضابطه های زير متعلق به يک تابع گويا است؟

f (پ x x( ) == f (ب3 x x( ) == f (الف3 x( ) == 2

f (ج x x
x( ) ==
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2 1
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f (ت x x
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q توان x اعداد صحيح بزرگ تر يا مساوی صفر باشد،  x( ) p و x( ) p بنويسيم كه در x
q x
( )
( )

 در هر كدام كه بتوانيم تابع را به صورت

1 است) و  (توان x در 
2

،  و  گويا هستند ولی  (چون توان x  برابر  ،  ،  ، تابع گويا است. با اين حساب 

1 است) و  (x داخل قدرمطلق است) گويا نيستند.
3

صورت برابر

 
برابر صفر شود تعريف نشده است. يعنی برای پيداكردن  تابع در هر نقطه ای كه مخرج كسر  ديديم ضابطۀ توابع گويا به صورت كسری است، پس 
 می نويسيم. مثلاً برای پيداكردن دامنۀ تابع -{ }Zoh¶  ÁIÀï¾zÄn دامنۀ يک تابع گويا مخرج كسر را برابر صفر قرار می دهيم و بعد دامنه را به صورت

. -{ }2 x پس دامنه برابر است با x- = Þ =2 0 2 x را برابر صفر قرار می دهيم: - f عبارت مخرج يعنی2 x x
x

( ) = +
-

2 1

2

 . -{ }3 f دامنه برابر است با x x
x

( ) = -
-

2 6

3
 دقت كنيد كه قبل از پيدا كردن دامنۀ تابع، نبايد ضابطۀ تابع را ساده كنيم. مثلاً در تابع

 كه درست نيست. f ساده كنيم، دامنۀ اين تابع جديد می شود x x
x

f x( ) ( ) ( )= -
-

= Þ =2 3

3
2 x است و اگر تابع را به صورت2 = چون ريشۀ مخرج3

 دامنۀ تابع های زير را پيدا كنيد.

f (پ x x
x

( ) == --
--
3

9
2

f (ب x x
x x( ) ( )( )== ++

-- ++

2
3

1 2
f (الف x x

x( ) == --
--

2 3

2

f (ج x x x
x x x

( ) ==
--

-- --

2

2

3

3 2
f (ث x x

x x
( ) == ++

++ ++
3

2 3
2

f (ت x x
x x

( ) == --
-- ++
2 6

7 12
2

 در هر كدام مخرج را برابر صفر قرار می  دهيم و ريشه های مخرج را پيدا می كنيم:
 f x x

x
x x Df( ) { }= -

-
- = Þ = Þ = -2 3

2
2 0 2 2

 

 f x x
x x

x x
x
x

Df( )
( )( )

( )( ) { , }= +
- +

- + = Þ
=
= -

Þ = - -
ì
í
î

2
3

1 2
1 2 0

1

2
1 2  

 f x x
x

x x x
x
x

Df( ) ( ) ( ) { , }= -
-

- = Þ - + = Þ
=
= -

Þ = - -
ì
í
î

3

9

9 0 3 3 0
3

3
3 3

2

2
  

 f x x
x x

x x x x
x
x

Df( ) ( ) ( ) { , }= -
- +

- + = Þ - - = Þ
=
=

Þ = -2 6

7 12

7 12 0 3 4 0
3

4
3 4

2

2


ìì
í
î

 

 f x x
x x

x x x Df( ) = +
+ +

+ + = Þ = - ± - Þ Þ =3

2 3

2 3 0
2 4 12

22

2 jnHkº ¾zÄn   

 f x x x
x x x

x x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( )= -
- -

- - = Þ - - = Þ - + =2

2

2 0 2 0 2 1 0

3

3 2

3 2 2  

Þ
=
=
= -

ì

í
ï

î
ï

Þ = - -
x
x
x

Df

0

2

1

0 2 1 { , , }  

دو تابع f و g با هم مساوی  اند اگر:  دامنه  هايشان با هم برابر باشد.  به ازای xهای يكسان، yهای يكسان داشته باشند كه معمولاً شرط دوم 
به اين منجر می شود كه ضابطۀ دو تابع به ازای اعضای دامنه با هم برابر باشند.

نمودار دو تابع مساوی دقيقاً روی هم منطبق می شوند.
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 تعيين كنيد كدام جفت از تابع های زير با هم مساوی اند؟

f (الف x x g x x
x( ) , ( )== ==3

3
2

f (ب  x x x
x

g x x( ) , ( )==
++

++
==

3

2
1

 

f (پ x x
x g x x

x( ) , ( ) | |== ==
2

 

 D Df g= = - Þ , { }0 پس دو تابع مساوی نيستند  

 f x x x
x

x g x x D Df g( ) ( ) , ( ) , ,= +
+

= = = =
2

2

1

1

  دو تابع مساوی اند  

  f x x
x

x
x

f x
x
x

D

g x x
x

g x
x

f( ) | | ( ) , { }

( )
| |

( )

= = Þ =
>

- <
= -

ì
í
î

= Þ =
>

2 1 0

1 0
0

1



00

1 0
0

- <
= -

ì
í
î

ü

ý

ï
ï

þ

ï
ï

Þ

x
Dg, { }

 

دو تابع مساوی اند

تابع نمودار  هم  با  بياييد  كنيم.  رسم  نقطه يابی  از  استفاده  با  می توانيم  را  ساده  گويای  تابع های  نمودار 

f را ببينيم: x
x

( ) = 1

 است. -{ }0 f نه محور عرض ها را قطع می  كند و نه محور طول ها را. دامنۀ تابع x
x

( ) = 1 نمودار تابع

 است) -{ }0 (برد اين تابع هم

در  همين طور  و  می يابد  كاهش   y مقدار   ،x مقدار  افزايش  با   x >0 محدودۀ در   f x
x

( ) = 1 تابع در 

x هم با افزايش مقدار x، مقدار y كاهش می يابد. <0 محدودۀ

f را می توانيم با نقطه يابی رسم كنيم. x x( ) = نمودار تابع

] است.  , )0 + ¥ f برابر بازۀ x x( ) = دامنه و برد تابع

f (که در  x x( ) = با انتقال نمودار تابع f را می توانيم  x x a b( ) = - + نمودار تابع های به شكل
سال قبل ياد گرفتيم) رسم كنيم.

f رسم كنيد و سپس دامنه و برد هر كدام را بنويسيد. x x( ) ==  نمودار تابع های زير را با استفاده از انتقال نمودار تابع

h (ب x x( ) == -- ++2 g (الف3 x x( ) == -- 1

h بايد نمودار  x( ) f را يک واحد در راستای محور xها انتقال دهيم و برای رسم x( ) g كافی است نمودار تابع x( )  برای رسم
f را ۲ واحد در راستای محورxها و ۳ واحد در راستای محور yها انتقال دهيم. x( ) تابع

] و برد آن , )2 + ¥ h بازۀ x x( ) = - +2 3 دامنۀ تابع
] است. , )3 + ¥ بازۀ

] و برد آن  , )1 + ¥ g بازۀ x x( ) = دامنۀ تابع1-
] است. , )0 + ¥ بازۀ
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دامنۀ توابع راديکالی
دامنۀ توابع راديكالی (با فرجۀ زوج) را می توانيم به طور مستقيم و بدون رسم نمودار تابع هم پيدا كنيم. برای اين كار كافی است عبارت زير راديکال 

را بزرگ تر يا مساوی صفر قرار دهيم. به عبارت ديگر:
g را پيدا کنيم. x( ) ³³ 0 y بايد مجموعه جواب نامعادلۀ g x== ( ) برای پيداکردن دامنۀ تابع

 دامنۀ تابع های زير را پيدا كنيد:

g (ب x x( ) ==
--
1

7 2
f (الف x x( ) == --3 5

 عبارت های زير راديكال را بزرگ تر يا مساوی صفر قرار می دهيم:

 3 5 0 3 5
5

3

5

3
x x x Df- ³ Þ ³ Þ ³ Þ = + ¥[ , )  

 1

7 2
0 7 2 0 2 7

7

2

7

2-
³ Þ - > Þ < Þ < Þ = -¥x x x x Dg ( , )  

حواسمان هست كه در (ب) عبارت مخرج نبايد صفر باشد.

بعضی وقت ها لازم است برای تعيين دامنۀ توابع راديكالی و حل نامعادلۀ نوشته شده از روش تعيين علامت استفاده كنيم:

 دامنۀ تابع های زير را پيدا كنيد. 

g (ب x
x

( ) ==
--
5

18 2
2

f (الف x x( ) == --2 32
2

 
 f x x( ) = -2 32

2  

2 32 0 2 32 16 4 4
2 2 2x x x x x- ³ ¾ ®¾¾ = Þ = Þ = - =IÀï¾zÄn ,  

Þ رسم جدول
-¥ - +¥

+ - +
Þ = -¥ - +¥

x
f Df

4 4

0 0
4 4( , ] [ , )  

 g x
x

( ) =
-
5

18 2
2

 

18 2 0 2 18 9 3 3
2 2 2- > ¾ ®¾¾ - = - Þ = Þ = - =x x x x xIÀï¾zÄn ,  

 
Þ رسم جدول

-¥ - +¥
- + -

Þ = -
x
f Df

3 3

0 0
3 3( , )  

البته نامعادله های بالا را می توانستيم با استفاده از ويژگی های قدرمطلق هم حل كنيم.
2 32 0 2 32 16 4 4 4

2 2 2x x x x x x- ³ Þ ³ Þ ³ ¾ ®¾¾ ³ Þ £ - ³nm] IÄ| | به اين شكل: 

18 2 0 2 18 9 3 3 3
2 2 2- > Þ < Þ < ¾ ®¾¾ < Þ - < <x x x x xnm] | |  

 جاهای خالی را پر كنيد.
دامنۀ يک تابع گويا برابر است با ............... .- ۱
دو تابع f و g وقتی با هم مساوی اند كه ...(۱)... و ...(۲)... .- ۲

نادرستدرست درستی يا نادرستی گزاره های زير را تعيين كنيد.

g با هم مسای اند.- ۳ x x
x( ) | |

== f و x x
x( ) | |== دو تابع

g با هم مساوی اند.- ۴ x x( ) | |== f و x x
x( ) | |==
2

دو تابع

يک بازيكن فوتبال ده پنالتی زده و ۶۰ درصد آن ها را گل كرده است. اگر اين بازيكن بتواند تمام پنالتی هايی كه از اين به بعد می زند را گل كند:- ۵
الف) ضابطۀ تابعی را كه نشان دهندۀ درصد پنالتی های گل شده بعد از زدن x پنالتی ديگر است، بنويسيد.

ب) او حداقل چند پنالتی ديگر بايد بزند تا درصد گل  شدن پنالتی هايش بالاتر از ۹۵ درصد باشد؟
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 كدام يک از ضابطه های زير متعلق به يک تابع گويا است؟

-۶ f x x x
x

( ) ==
-- ++
--

2 3

2

2

-۷ f x x
x

( ) == ++
--
3

1
-۸ f x

x x
x x

( ) ==
++

--

1

12

-۹ f x x x
x( ) sin cos

==
++
++

2 2

1
-۱۰ f x x

x
x
x( ) ==

++
-- --

1
1 -۱۱ f x x

x( ) ( )==
-- 1

2

 دامنۀ تابع های زير را پيدا كنيد.

-۱۲ f x x
x x

( ) == ++
++ --

2 1

2 1
2

-۱۳  f x x
x

x
x( ) == ++

++
-- ++

++
3

1

1

3
-۱۴ f x

x x
( ) ==

--
1

3

-۱۵ f x x

x

( ) ==

--
--

1

1
1 1

-۱۶ f x x
x

( ) ==
--
++

1

2

1

-۱۷ f x x
x x

( ) ==
-- ++4 2
5 4

ضابطۀ تابع گويايی را بنويسيد كه دامنه اش مجموعه های زير باشد.- ۱۸

(الف  (ب
 -- --{ }1  (پ -- --{ , }2 2  (ت -- --{ , , }0 1 1

 نمودار تابع های زير را در بازه های داده شده رسم كنيد.

-۱۹ f x x( ) | | [ , ]== --1
3 3  -۲۰ f x x( ) [ , ]==

--
--1

3
1 7  

-۲۱ f x x( ) [ , ]== -- --4
8 8 -۲۲ f x x( ) [ , ]== --2

4 4

ضابطۀ تابع گويايی را بنويسيد كه نمودارش در زير داده شده است.- ۲۳

(الف)(ب)(پ)
 دامنۀ تابع های زير را پيدا كنيد.

-۲۴  f x x( ) == -- ++3 3 -۲۵ f x x( ) == ++ --2 1

-۲۶ f x x( ) == -- ++4 1 -۲۷ f x x( ) == -- --5

-۲۸ f x x( ) == --2
9 -۲۹ f x x x( ) == -- --2

2 8

-۳۰ f x x x( ) == -- -- ++2
6 -۳۱ f x x x( ) == --2 2

-۳۲ f x x x( ) == --3 -۳۳ f x x x( ) == --4
3

-۳۴ f x x x( ) == --3 2 -۳۵ f x x x( ) == --4 2

 دامنۀ تابع های زير را پيدا كنيد.

-۳۶ f x x
x( ) == --

++
2
2 -۳۷ f x x

x
( ) == --

++
2
2

] باشد. مقدار a و b را پيدا كنيد.- ۳۸ , ]--3 2 f بازۀ x x ax b( ) == -- ++ ++2 اگر دامنۀ تابع

f است. مقدار a و b را پيدا كنيد.- ۳۹ ( )3 2== ] و , )2 ++ ¥¥ f برابر بازۀ x ax b( ) == ++ دامنۀ تابع
 نمودار تابع های زير را رسم كنيد.

-۴۰ f x x( ) == ++ ++2 1 -۴۱ f x x( ) == -- --3 2  
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(نهايى خرداد ۱۴۰۲)- ۴۲ y رسم كنيد. دامنه و برد آن را مشخص كنيد.  x== f را با استفاده از انتقال نمودار x x( ) == -- --1 3 نمودار تابع

 كدام يک از جفت تابع های زير با هم مساوی اند؟

-۴۳ f x x
x

g x x( ) , ( )== --
--

== ++
4

2

21

1
1 -۴۴ f x x

x
g x x( ) , ( )== --

++
== --

4

2

21

1
1

-۴۵ f x x x
x g x x x x

x x
( ) , ( )== -- ++

--
== -- ++ --

-- ++

2 3 2

2

2 1

1

3 3 1

2 1

اگر دو تابع مقابل با هم برابر باشند، مقادير a و b را بيابيد.- ۴۶
f x

x
x x a

b x a
g x x( ) ( )==

--
--

¹¹

-- ==

ìì
íí
ïï

îîïï
== ++

2
4

2

1

2»  

] نشان می دهيم برابر است با بزرگ ترين عدد صحيحی كه كوچک تر يا مساوی آن عدد باشد. با اين تعريف  ]x جزءصحيح هر عدد مثل x كه آن را با
نتيجه می گيريم:

  اگر عددی صحيح باشد، جزءصحيحش برابر خودش است. 
 اگر عددی صحيح نباشد، جزءصحيحش برابر اولين عدد صحيح 

سمت چپش روی محور اعداد است:

 
 . [ ] [ ]x k x k++ == ++  اگر k عددی صحيح باشد داريم

 مقدار جزءصحيح های زير را پيدا كنيد.

] (ت ]-- 17

4
] (پ ]6

5
] (ب / ]0 ] (الف001 / ]--0 4

] (ح ]-- pp
] (چ2 cos ]8 45

ج) [tan ]60
ث) [ ]pp

] (ر ( )]-- 7
11

15
] (ذ ]3

4

7
] (د / ]--238 sin] (خ26 ]30



 طبق آن چه ديديد، داريم:
 ۰ -1

 - - = -5
17

4
4 25( / )·¼a 1 6

5
1 2( / )=  ·¼a

 1 60 3(tan ) =  ·¼a 3 3 14( / )p   ·¼a

 - - -2
2

1 57( / )p
  ·¼a 5 8 45

8 2

2
5 6( cos / )� �=  ·¼a

 -239 0 30
1

2
(sin ) =  ·¼a

 - - = - -8 7
11

15
7

11

15
( ) ·¼a 3 3

4

7
3

4

7
( )= +  ·¼a

 است. f می گوييم تابع جزءصحيح، دامنۀ اين تابع برابر (x) [x]== به تابع

تابع جزءصحيح يک تابع پله ای است، يعنی می توان دامنه اش را به صورت بازه های مجزايی نوشت كه به اعداد متعلق به هر كدام از اين بازه ها فقط 
] می توانيم بنويسيم: , ]-3 3 f در بازۀ x x( ) [ ]= يک عدد (در برد تابع) نسبت داده می شود. مثلاً در مورد تابع جزءصحيح يعنی

- £ < - Þ = = -2 1 2x f x x( ) [ ]- £ < - Þ = = -3 2 3x f x x( ) [ ]
0 1 0£ < Þ = =x f x x( ) [ ]- £ < Þ = = -1 0 1x f x x( ) [ ]
2 3 2£ < Þ = =x f x x( ) [ ]1 2 1£ < Þ = =x f x x( ) [ ]

x f x x= Þ = =3 3( ) [ ]
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حالا برای رسم تابع نقاط ابتدايی و انتهايی هر كدام از بازه ها را رسم و با يک پاره خط افقی به هم وصل می  كنيم. 
دقت كنيد نقاطی را كه متعلق به xهای دارای مساوی هستند، توپر و نقاطی را كه متعلق به xهای بدون علامت 

مساوی هستند توخالی رسم می كنيم:

] استفاده كنيم.  ]x از همين روش می  توانيم برای رسم نمودار توابع ساده شامل 

] رسم كنيد. , ]--2 2  نمودار تابع های زير را در بازۀ

f (ب x x x( ) [ ]== -- f (الف 1 x x( ) [ ]== ++ 1

x تقسيم می  كنيم و در هر  = 2 1 و نقطۀ 2£ <x 0 و 1£ <x - و £ <1 0x - و £ < -2 1x ] را به بازه های , ]-2 2  بازۀ
كدام ابتدا ضابطۀ تابع را با قراردادن مقدار جزءصحيح ساده می كنيم و بعد مختصات دو نقطۀ ابتدا و انتهای هر بازه را مشخص می  كنيم.

 
f x x

x f x x

x

( ) [ ]

( ) [ ]

= +

- £ < - Þ = + = - + = -
-
-

-
-

- £

1

2 1 1 2 1 1
2

1

1

1

1

oQ¼U Â²Ii¼U

<< Þ = + = - + =
-

£ < Þ = + = + =

£ < Þ

0 1 1 1 0
1

0

0

0

0 1 1 0 1 1
0

1

1

1

1 2

f x x

x f x x

x

( ) [ ]

( ) [ ]

ff x x

x f x x

( ) [ ]

( ) [ ]

= + = + =

= Þ = + = + =

1 1 1 2
1

2

2

2

2 1 2 1 3
2

3

 

حالا نقاط را مشخص و نمودار تابع را رسم می  كنيم:

  f x x x

x f x x x x

x

( ) [ ]

( ) [ ]

= -

- £ < - Þ = - = - -
- -

- £ <

1

2 1 1 2 1
2

3

1

1

1 0

oQ¼U Â²Ii¼U

ÞÞ = - = - -
-

-

£ < Þ = - = -
- -

£ < Þ

f x x x x

x f x x x

x f

( ) [ ]

( ) [ ]

(

1 1
1

0

0

1

0 1 1 1
0

1

1

1

1 2 xx x x x

x f x x x

) [ ]

( ) [ ]

= - = -

= Þ = - =

1 1
1

0

2

1

2 1 3
2

3
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بياييد يک مثال ديگر هم ببينيم:

نمودار تابع زير را رسم كنيد.
y x== [[ ]] --[[ ]]2 1 1,  

2x را با توجه به بازۀ داده شده پيدا می كنيم:  اول حدود تغييرات 
- £ £ Þ - £ £1 1 2 2 2x x  

 (x برحسب) را به بازه هايی به طول ۱ واحد تقسيم می كنيم. در هر قسمت مقدار جزء صحيح و اول و آخر بازه - £ £2 2 2x حالا بازۀ 
و نقاط اول و آخر بازه را تعيين می كنيم:

- £ < - Þ = - - £ < - Þ
-
-

-

-
2 2 1 2 1

1

2

1

2

1

2

2

x y x»  

- £ < Þ = - - £ < Þ
-

- -
1 2 0 1

1

2
0

1

2

1

0

1
x y x»  

0 2 1 0 0
1

2

0

0

1

2

0

£ < Þ = £ < Þx y x»  

1 2 2 1
1

2
1

1

2

1

1

1
£ < Þ = £ < Þx y x»  

2 2 2 1
1

2
x y x= Þ = = Þ»  

حالا نمودار را با رسم پاره خط های هر قسمت رسم می كنيم. (نقاط اول بازه كه مساوی  
دارند توپر و نقاط آخر بازه كه مساوی ندارند تو خالی رسم می شوند.)

تابع جزءصحيح ويژگی های زيادی دارد. بهتر است چندتايشان را كه مهم است بدانيد:
[ ] [ ]x x x££ << ++ 1  برای هر عدد حقيقی x  داريم  

اين ويژگی از تعريف مستقيم جزءصحيح به دست می آيد: 

[ ] [ / ] / [ / ] /2 2 3 2 5 2 5 2 5 1 2 2 5 3£ < £ < + Þ £ <IÄ مثلاً: 
  .  [ ] [ ]x k x k++ == ++ k باشد داريم   ÎÎ  هر عدد صحيح را که به صورت جمع يا تفريق داخل جزءصحيح باشد می توانيم بيرون بياوريم؛ يعنی اگر

 . [ ] [ ]x x-- == --2 2 ] يا ] [ ]x x++ == ++1 1 مثلاً
 0 1££ -- <<x x[ ]  هميشه تفاضل هر عدد و جزء صحيحش، عددی بين صفر و ۱ است؛ يعنی 

- - - = - - - = Þ < < - = - = Þ <3 4 3 4 3 4 4 0 6 0 0 6 1 2 5 2 5 2 0 5 0 0/ [ / ] / ( ) / / [ / ] / /IÄ 2/5 // 5 1< مثلاً:  

، اگر x  صحيح باشد، حاصل برابر  --1 ] (يعنی جزءصحيح هر عدد به علاوۀ جزءصحيح قرينۀ آن عدد) يا برابر صفر است يا برابر ] [ ]x x++ --  حاصل
x x xÎ Þ + - = [ ] [ ] 0 x x xÏ Þ + - = - [ ] [ ] 1 1-- است؛ يعنی:  صفر است و اگر x صحيح نباشد، حاصل برابر

] استفاده كنيم. مثلاً: ] [ ] ax x+ - = از اين ويژگی می توانيم برای پيداكردن جواب معادله هايی به صورت
[ ] [ ]

[ ] [ ]

x x x

x x x

+ - = Þ Î =

+ - = - Þ Ï

0

1

� IÄ JH¼]  á¾ø¼µ\¶ cÃdÅ jHkøH  á¾µÀ

�� � �IÄ IÄ JH¼]  á¾ø¼µ\¶ cÃdÅoÃü jHkøH  á¾µÀ

jnHkº J

- =

+ - = Þ[ ] [ ]x x 1 HH¼]

 

[ ] [ ]x x x[ ]x x x[ ] £x x x£x x x£ <x x x£ <x x x££ <£x x x£x x x£ <x x x£x x x< +[ ]< +[ ]x x x< +x x x[ ]x x x[ ]< +[ ]x x x[ ]£ << +£ <x x x£ <x x x< +x x x£ <x x x +< ++< + 1   داريم 

[ ] [ ][ ]x k[ ] x k[ ]x k[ ][ ]x k[ ]+[ ]x k[ ]+ =[ ]+ =[ ][ ]x k[ ]+ =[ ]x k[ ][ ]x k[ ]+[ ]x k[ ]+ =[ ]x k[ ]+[ ]x k[ ] = +[ ]= +[ ]x k= +x k[ ]x k[ ]= +[ ]x k[ ]+ == ++ = x k+x kx k= +x k+x k= +x k  باشد داريم  

0 1£0 1£0 1£ -0 1£ -0 1££ -£0 1£0 1£ -0 1£0 10 1- <0 10 1£ -0 1- <0 1£ -0 10 1<0 10 1- <0 1<0 1- <0 10 1£ -0 1x x0 1£ -0 10 1- <0 1x x0 1- <0 10 1£ -0 1- <0 1£ -0 1x x0 1£ -0 1- <0 1£ -0 1[ ]0 1[ ]0 1[ ]0 1[ ]0 10 1- <0 1[ ]0 1- <0 10 1- <0 1x x0 1- <0 1[ ]0 1- <0 1x x0 1- <0 1  است؛ يعنی 

x xÎ Þx xÎ Þx x + - =Î ÞÎ Þx xÎ Þx xx xÎ Þx x[ ]x x[ ]x x [ ]x[ ]x+ -[ ]+ - 0 x xÏ Þx xÏ Þx x + - = -Ï ÞÏ Þx xÏ Þx xx xÏ Þx x[ ]x x[ ]x x [ ]x[ ]x+ -[ ]+ - 1
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حل معادلۀ شامل جزء صحيح
حل معادله های شامل جزء صحيح راه های بسيار متنوعی دارد، اما اصلی ترين راه حل اين است كه با استفاده از ويژگی های جزء صحيح معادله را 
طوری ساده كنيم كه مقدار جزء صحيح به دست بيايد. جواب معادله در صورتی كه مقدار جزء صحيح يک عدد صحيح باشد با استفاده از ويژگی زير 
 [ ]a k k a k= Þ £ < +1 به دست می آيد: 

 معادله های زير را حل كنيد.
] (ب ]2 3 2-- == --xالف) [ ]2 1 5x -- ==

 [ ] [ ] [ ]2 1 5 2 1 5 2 6 6 2 7 3
7

2
x x x x x- = Þ - = Þ = Þ £ < Þ £ <  

 [ ] [ ] [ ]2 3 2 2 3 2 3 4 4 3 3 1
4

3
- = - Þ + - = - Þ - = - Þ - £ - < - Þ < £x x x x x  

 معادله های زير را حل كنيد. 
x (ب x-- ==[ ]3 x (الف7 x++ == --[ ]2 9

2x هم صحيح است و در نتيجه: 9- هر دو صحيح اند؛ پس x هم بايد صحيح باشد پس ] و ]2x x مقدار x+ =[ ]2   در معادلۀ9
x x x x+ = - Þ = - Þ = -2 9 3 9 3  

] و ۷ صحيح اند؛ پس x هم صحيح است و در نتيجه: ]3x x مقدار x- =[ ]3 7  در معادلۀ
 x x x x- = Þ - = Þ = -

3 7 2 7
7

2
غيرقابل قبول  

2 را حل كنيد. 9 1 5 0
2[ ] [ ]x x-- -- -- ==  معادلۀ

اگر  حالا  درمی آيد.   2 9 4 0
2[ ] [ ]x x- + = يا  2 9 9 5 0

2[ ] [ ]x x- + - = شكل به  معادله  پس   ،[ ] [ ]x x- = -1 می دانيم1  
] داريم: ]x t= فرض كنيم

2 9 4 0
9 9 4 2 4

2 2

9 49

4

9 7

4

16

4
4

2

2

t t t
t

- + = ¾ ®¾¾¾ =
± -

= ± = ± Þ
= =

D Ï¼¶oÎ ( )( )
( )

tt = =

ì

í
ï

î
ï 2

4

1

2

 

 [ ]x x= Þ £ <4 4 5 پس می نويسيم: 
 [ ]x = 1

2
غيرقابل قبول  

 جاهای خالی را پر كنيد.
جزءصحيح هر عدد حقيقی برابر است با ............... عدد صحيحی كه .............. يا مساوی آن عدد باشد.- ۴۷

نادرستدرست  درستی يا نادرستی گزاره های زير را تعيين كنيد.

۴۸ -. [ ] [ ]x k x k++ == ++ اگر k يک عدد صحيح باشد،

۴۹ -. [ ] [ ]k x k x-- == -- اگر k يک عدد صحيح باشد،

۵۰ -. [ ] [ ]kx k x== اگر k يک عدد صحيح باشد،

f كدام است؟ - ۵۱ x x( ) [ ]== برد تابع
۴) اعداد صحيح ۳) اعداد طبيعی  ۲) اعداد گويا  ۱) اعداد حقيقی 

اعضای يک تيم واليبال قرار است به يک مسافرت تفريحی بروند. مربی تيم برای آن كه بتواند وضعيت جسمی بازيكنان را كنترل كند با آن ها - ۵۲
قرار می گذارد كه بعد از برگشتن به ازای هر كيلو اضافه وزن جريمه بدهند. جدول جريمه ها به صورت زير است:

از ۵ به بالااز ۳ تا ۵از ۲ تا ۳از ۱ تا ۲تا ۱اضافه  وزن به کيلوگرم

۵۰۰ هزار۱۰۰ هزار۶۰ هزار۳۰ هزار۱۰ هزارجريمه به تومان

الف) ضابطۀ تابع جريمه  را برحسب x  كيلوگرم اضافه وزن بنويسيد.
ب) نمودار تابع جريمه را رسم كنيد.



بع
: تا
وم
ل س

ص
ف

۸۹

مقدار جزءصحيح های زير را تعيين كنيد.- ۵۳

] (ت ]100
] (پ3 ] (ب10[ / ]--0 ] (الف99 / ]0 99

] (ح / / ]2 01 2 ] (چ´02 / / ]8 9 9 )] (ج´1 / ) ]10 1
)] (ث3 / ) ]17 2

2

f را تعيين كنيد.- ۵۴ x x( )
[ ]

==
--

3

2
1

دامنۀ تابع

حاصل عبارت  های زير را بيابيد.- ۵۵
] (الف ] [ ] [ ] [ ]6

1

6

2

6

3

6

600
++ ++ ++ ++ ] (ب  ] [ ] [ ] [ ]10 10 10 10

4 3 2 4-- -- --++ ++ ++ ++  

] (پ ] [ ] [ ]1 2 20++ ++ ++ ] (ت  ] [ ] [ ] [ ] [ ]-- ++ -- ++ ++ ++ ++ ++8 7 0 1 8
3 3 3 3 3

   
| را تعيين كنيد.- ۵۶ |x y-- ] باشد محدودۀ تغييرات ] [ ]x y== اگر
] باشد، حدود x را پيدا كنيد.- ۵۷ ] [ ]x x2

0-- == اگر
معادله های زير را حل كنيد.- ۵۸

x (ب x++ -- == --[ ]2 1 2 (الف4 3 6 0[ ]x -- -- ==

] (ت ] [ ]x x2
3 1 3 0-- -- -- 2 (پ== 4x x++ ==[ ]

] (ج ] [ ]x x++ -- -- ==2 7 4 0
] (ث2 ]x -- -- ==1 4 0

2

 نمودار تابع های زير را در بازه های داده شده رسم كنيد.

-۵۹ f x x( ) [ ] , [ , ]== -- --2 2 2 -۶۰ f x x x( ) [ ] , [ , ]== -- --2 3 -۶۱ f x x x( ) [ ] , [ , ]== ++ --2 2

)  رسم كنيد.- ۶۲ , ]--2 0 y را در بازۀ  x x== --[[ ]] ++2 1 نمودار تابع 

در سال گذشته ديديم كه يكی از روش های نمايش تابع، استفاده از زوج مرتب است. حالا اگر تابعی مانند f با مجموعه ای از زوج های مرتب داشته باشيم، جای 
f نشان می دهيم. مؤلفه های اول و دوم هر كدام از زوج مرتب ها را جابه جا كنيم، رابطه ای به دست می آيد كه به آن می گوييم وارون تابع f و آن را با1-

 وارون تابع های زير را بنويسيد و بگوييد وارون كدام يک از اين تابع ها، خودش هم تابع است؟
g (ب == {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 2 3 3 2 4 f (الف3 == --{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 2 5 3 1 4 1

h (پ == {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 4 2 4 3 4 4 4

 f - = -1
2 1 5 2 1 3 1 4{( , ),( , ) ,( , ) ,( , )}  كافی است جای مؤلفه های اول و دوم زوج های مرتب را عوض كنيم: 

 g- =1 2 1 3 2 2 3 3 4{( , ),( , ) ,( , ) ,( , )}  
 h- =1 4 1 4 2 4 3 4 4{( , ),( , ) ,( , ) ,( , )}  

h-1 تابع نيستند چون دارای زوج  مرتب هايی هستند كه مؤلفه های اول  f تابع است ولیg-1 و -1 از بين سه رابطۀ نوشته شده فقط
يكسان و مؤلفه های دوم متفاوت دارند.

در نمودار پيكانی برای نوشتن رابطۀ وارون كافی است جهت پيكان را عوض كنيم يا جای مجموعۀ اول و دوم را عوض كنيم:
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h-1 تابع نيستند. g-1 و f هر دو تابع اند اما -1 همان طور كه می بينيد در سه شكل بالا f و
برای رسم نمودار وارون يک تابع بايد جای x وyهای نقاط روی نمودار را عوض كنيم؛ يعنی قرينۀ نمودار را نسبت به نيمساز ناحيۀ اول و سوم مختصات رسم كنيم.

 نمودار وارون تابع  های زير را رسم كنيد و بگوييد وارون كدام ها تابع است؟

(الف)(ب)(پ)
) رسم كنيم:  )y x= ôi  كافی است قرينۀ نمودارها را نسبت به خط نيمساز ناحيۀ اول و سوم

، تابع نيست. از بين نمودارهای بالا وارون تابع f در شكل های  و  تابع است اما وارون تابع f در شكل 

ديديم كه بعضی از تابع ها وارونشان هم تابع است و بعضی نه. به تابع هايی كه وارونشان 
هم يک تابع است می گوييم تابع های يک به يک.

تابع يک به يک تابعی است که در آن به هر عضو دامنه فقط يک عضو منحصربه فرد از 
برد تابع نسبت داده شود:

مثلاً در شكل بالا f و g هر دو تابع اند و f  يک به يک است، اما g يک به يک نيست چون 
به اعضای ۲ و ۳ از دامنۀ g، يک عضو يكسان (يعنی ۲) از برد g نسبت داده شده است.

به بيان ديگر اگر تابعی يک به يک باشد در ضابطۀ تابع به ازای هر x  دقيقاً يک y داريم و به ازای هر y  هم دقيقاً يک x  داريم.
برای بررسی يک به يک بودن يک تابع از روی نمودار آن، خطوطی موازی محور xها رسم می  كنيم. اگر هر خط موازی محور xها نمودار تابع را حداکثر 

در يک نقطه قطع کند، تابع يک به يک است.
به تابع هايی كه وارونشان هم تابع است می گوييم تابع وارون پذير. شرط وارون پذير بودن يک تابع، يک به يک بودن آن است.

f (الف == {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 2 2 3 2 4 2
3 4  كدام يک از تابع های زير يک به يک است؟ 

g (ب == {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 2 4 3 8 4 16
3 3 3 h (پ  == {( ,sin ),( ,sin ),( ,cos ),( ,cos )}1 30 2 60 3 45 4 60

     
8 است و در دو  2

3 =  f يک به يک است زيرا تمام مؤلفه های دوم زوج مرتب ها (yها) با هم متفاوت اند. g يک به يک نيست چون
 ( , )1

1

2
، پس در دو زوج مرتب cos60 1

2

 = sin30 و 1

2

 = ) دو y يكسان داريم. h يک به يک نيست چون , )3 2 ) و , )1 2 زوج مرتب
) دو y يكسان داريم. , )4

1

2
و

f يک تابع يک به يک باشد. m m m== ++{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 3 2 1 1 2 3
2  مقدار m را طوری پيدا كنيد كه تابع

m2 و 
1= m2 باشد، يعنی

2 3+ = ) را داريم پس بايد , )1 2
2m + ) و , )1 3  اول می رويم سراغ تابع بودن f. چون در f دو زوج مرتب

 m f= Þ =1 1 3 2 1 1 3 3 1{( , ),( , ) ,( , ) ,( , )} m می نويسيم:  = m و1- ، حالا f را به ازای1= m = m يا1- در نتيجه1=
m f= - Þ = - -1 1 3 2 1 1 3 3 1{( , ),( , ) ,( , ) ,( , )}  
ازای ) را داريم (دو y يكسان) ولی به  , )3 1 ) و , )2 1 تابع f يک به يک نيست چون در آن دو زوج مرتب  m می بينيم كه به ازای1=

m است. = m تابع f يک به يک است. پس جواب سؤال1- = -1
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 كدام يک از نمودارهای زير متعلق به يک تابع يک به يک است؟

(الف)(ب)(پ)

 در هر كدام از نمودارها بررسی می كنيم كه خطوط موازی محور xها نمودار تابع را در چند نقطه قطع می كند:

در شكل  هر خط موازی محور xها (هر جا كه رسم كنيم) نمودار تابع را حداكثر در يک نقطه قطع می كند. (يعنی يا قطع نمی كند و يا فقط 
 1 3£ <y در يک نقطه قطع می كند) پس تابع شكل  يک به يک است. در شكل  همان طور كه می بينيد تمام خطوط افقی كه در فاصلۀ
رسم می شوند نمودار را در دو نقطه قطع می كنند پس تابع يک به يک نيست. در شكل  تمام خطوط افقی نمودار را در يک نقطه قطع می كند 

y (يعنی همان محور xها) و همين يک خط (يعنی يک y مشترک در دو نقطه) باعث می شود كه تابع يک به يک نباشد. مگر خط0=

نادرستدرست درستی يا نادرستی گزاره های زير را تعيين كنيد.
اگر تابع f يک به يک باشد، وارون تابع f نيز يک تابع است.- ۶۳
f تابعی يک به يک است اگر هر خط موازی محور yها نمودار آن را حداكثر در يک نقطه قطع كند.- ۶۴
اگر تابعی يک به يک نباشد، می توانيم با محدودكردن دامنه، آن را به يک تابع يک به يک تبديل كنيم.- ۶۵
f (الف- ۶۶ == -- --{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}2 1 1 3 3 2 1 1 وارون هر كدام از تابع های زير را بنويسيد و بگوييد وارون كدام، يک تابع است؟ 

g (ب == --{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}3 2 2 3 1 2 2 1 h (پ  == {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}2 2 4 4 8 8 16 16
4  

 در هر مورد نمودار تابع های زير و نمودار وارون آن ها را روی يک دستگاه مختصات رسم كنيد. 

-۶۷ f x x( ) == -- ++2 1 -۶۸ f x
x x
x x

( ) ==
++ ££

>>
ìì
íí
îî

1 0

2 1

كدام تابع يک به يک است؟- ۶۹

(الف)(ب)(پ)(ت)
كدام تابع يک به يک است؟- ۷۰

f (الف x x( ) == ++3 2 f (ب  x x( ) == --2 1
2  

f (پ x x( ) == -- 2 f (ت  x x( ) == 1  

f (ث x
x x
x x

( ) ==
££

-- >>
ìì
íí
îî

2 1

1 1
f (ج  x

x x
x x

( ) ==
-- ££

>>
ìì
íí
îî

1 1

2 1
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يک تابع يک به يک باشد.- ۷۱ f m m m m n== ++ ++ ++ --{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}1 1 3 3 1 1 3 2
2 مقدار m و n را طوری پيدا كنيد تا

نادرستدرست درست يا نادرست  بودن گزاره های زير را تعيين كنيد.

يک تابع خطی همواره يک به يک است.- ۷۲

R هرگز يک به يک نيست.- ۷۳ يک سهمی با دامنۀ

يک تابع چندضابطه ای ممكن است يک به يک باشد.- ۷۴

هر تابعی كه وارون داشته باشد يک به يک است.- ۷۵

هر تابعی كه يک به يک باشد تابع وارون دارد.- ۷۶

y رسم می كنيم.- ۷۷ x== برای رسم نمودار تابع  وارون، قرينۀ نمودار تابع را نسبت به خط 

) يک به يک هستند؟ , ]--¥¥ 0 و  [ , )0 1 ، [ , )--1 2 ، [ , )1 ++¥¥  با رسم نمودار تابع تعيين كنيد تابع های زير در كدام يک از بازه های

-۷۸ f x x( ) ( , ],[ , ) ,[ , ],[ , )== ++ --¥¥ -- ++ ¥¥3 2 0 0 1 1 2 1 -۷۹ f x x( ) [ ] ( , ],[ , ) ,[ , ],[ , )== ++ --¥¥ -- ++ ¥¥1 0 0 1 1 2 1

-۸۰ f x x x( ) [ ] ( , ],[ , ) ,[ , ],[ , )== -- --¥¥ -- ++ ¥¥0 0 1 1 2 1 -۸۱ f x x x( ) ( , ],[ , ) ,[ , ],[ , )== -- --¥¥ -- ++ ¥¥2
2 0 0 1 1 2 1

-۸۲ f x
x x
x x

( ) ==
££

-- >>
ìì
íí
îî

2 1

2 1
-۸۳ f x x( ) | | ( , ],[ , ) ,[ , ],[ , )== --¥¥ -- ++ ¥¥1

0 0 1 1 2 1

f تعريف شده است. a چه اعدادی می تواند باشد تا f يک تابع يک به يک شود؟- ۸۴ x
x x
a x

( ) ==
-- ¹¹

==
ìì
íí
îî

0
0

] به صورت , ]--2 2 تابع f با دامنۀ

] مفروض است. چند نمودار برای f می توانيد مثال بزنيد كه f تابعی يک به يک باشد؟ چندتا از اين نمودارها خطی اند؟- ۸۵ , ]1 3 ] و برد , ]--2 2 تابع f  با دامنۀ

گفتيم اگر تابع يک به يک باشد، وارونش هم يک تابع است. به اين تابع می گوييم تابع وارون تابع اول. برای پيداكردن تابع وارون يک تابع يک به يک 
اين كارها را به ترتيب انجام می دهيم:

.y (يا هر حرف ديگری كه برای معرفی تابع استفاده شده باشد) می  گذاريم f x( )  به جای
 در رابطۀ نوشته شده x را برحسب y پيدا می كنيم.

 جای x و y را عوض می كنيم.
 . f x-1 ( )  در رابطۀ آخر به جای y می گذاريم

f را پيدا كنيد. x x( ) == --3 5  ضابطۀ تابع وارون تابع
 مراحلی را كه گفتيم به ترتيب انجام می دهيم:

 f x x y x x y x y y x( ) ( ) ( ) ( )= - ¾ ®¾ = - ¾ ®¾ = + Þ = + ¾ ®¾ = +3 5 3 5 3 5
1

3

5

3

1

3

5

3

1 2 3  

( ) ( )4 1 1

3

5

3
¾ ®¾ = +-f x x  

 
f را پيدا كنيد. x x( ) == ++3 3  ضابطۀ تابع وارون تابع

f x x y x x y x y y x f x x( ) ( )= + Þ = + Þ = - Þ = - Þ = - Þ = --3 3 3 3 3 1 3
3 3 3 3 3 3   

 
در درس قبل گفتيم هر تابع با ضابطه و دامنه اش مشخص می شود. در مورد تابع وارون هم، بعد از پيداكردن تابع وارون، بايد دامنۀ تابع وارون را 

هم به دست آوريم.
برای پيداكردن دامنۀ تابع وارون، بايد برد خود تابع را پيدا كنيم. (چرا؟)

يعنی از همان اول برد تابع را پيدا می كنيم و در آخر به عنوان دامنۀ تابع وارون می نويسيم.
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سؤالات آزمون جمع بندی فصل سوم، منتخب سؤالات امتحانی مدارس برتر كشور است.

Kheilisabz.comمدت امتحان: ۹۰ دقيقهرشتۀ علوم تجربیآزمون جمع بندی فصل سومرديف

دامنۀ تابع های زير را پيدا كنيد.۱

 f x
x x

x

( ) ==
--

++
--

1

1
1

2

ب)    f x x x
x x x

( ) ( )
==

--

-- ++

1

3 2

2

3 2
الف)

تساوی دو تابع زير را بررسی كنيد.۲
 f x x x( ) ( ) ( )== -- --2 3

2  
 g x x x( ) | |== -- --2 3  

معادلۀ زير را حل كنيد.۳
 [ [ ]]x x-- ++ ==2 4  

]  رسم كنيد.۴ , )--2 2 y را در بازۀ x x== ++| | [ تابع[

f وارون پذير باشد.۵ a b a== -- -- ++{( , ),( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )}3 5 2 4 3 5 3 1 1 a و b را طوری به دست آوريد كه تابع 

f  باشد، مقدار a چه قدر است؟۶ g a-- ==1
2 6( ( )) g مفروض اند. اگر x x

x( ) ==
-- 1 f و == {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}2 5 6 3 3 7 4 1 1 9 دو تابع

f يک به يک است. حدود a را بيابيد.۷ x
x x
x a x

( )
| |

==
++ ³³

++ <<
ìì
íí
îî

1 1
1

تابع

f را به دست آوريد.۸ x x
x

( ) == ++
--

2 3

4
وارون تابع

f را رسم كنيد.۹ x x x( ) == --2
4 الف) نمودار تابع

ب) با محدودكردن، ضابطۀ تابع وارون را بيابيد.

f را به دست آوريد.۱۰ x x x( ) == ++ 2 ضابطۀ تابع وارون تابع

f باشد، ضابطۀ وارون f را مشخص كنيد.۱۱ ( )1 3== f و ( )3 7== اگر در تابع خطی

g را به دست آوريد.۱۲ f
f

--

--
--1

1

2 --g باشند، تابع ==1 3 1 4 2 1 3 5 4{( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} f و == {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}2 1 3 2 1 3 0 4 اگر

g باشند، مطلوب است:۱۳ x x( ) == -- ++3 3 f و x x( ) == --2 اگر دو تابع

 fg الف) دامنه و ضابطۀ

 ( )( )2 0f g-- ب)

نمودار تابع مقابل را رسم كرده و برد آن را مشخص كنيد.۱۴
f x x x

x x
( ) ==

--
--

>>

++ -- ££ ££

ìì
íí
ïï

îîïï

1

2
2

2 2 1 2
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۱ -  -{ }Zoh¶ ÁIÀï¾zÄn

yهای - ۲ xهای يكسان  به  ازای  باشد. ۲)  دامنه هايشان مساوی   (۱
يكسان داشته باشند. (يا ضابطه هايشان مساوی باشد.)

درست- ۳
نادرست- ۴
۵ - x الف) چون بعد از ۱۰ پنالتی اول، x پنالتی زده  شده، پس در كل10+

پنالتی زده  شده است و از اين پنالتی ها، ۶۰ درصد ده پنالتی اول يعنی
x پنالتی گل  شده است. پس  + 6 ۶ پنالتی به علاوۀ x پنالتی ديگر يعنی
ضابطۀ تابعی كه نشان دهندۀ درصد پنالتی های گل شده است، برابر است با:

 f x x
x

( ) = +
+
6

10
100´  

ب) برای آن كه درصد پنالتی های گل شده از ۹۵ درصد بيشتر باشد، 
بايد داشته باشيم:

 f x x
x

( ) > Þ +
+

>95
6

10
100 95´  

Þ + > + Þ > Þ >100 600 95 950 5 350 70x x x x  
x است پس بايد حداقل ۷۱ پنالتی ديگر بزند. > و چون70

گويا- ۶
غيرگويا- ۷
گويا- ۸
۹ -( sin cos2 2

1x x+ = گويا (چون 
گويا - ۱۰
گويا- ۱۱
۱۲ - f x x

x x
x x( ) = +

+ -
+ - =2 1

2 1

2 1 0
2

2  

Þ =
- ± - -

= - ± = - ±x
1 1 4 2 1

2 2

1 9

4

1 3

4

( ) ( )
( )

 

 Þ
= - - = -

= - + =

ì

í
ï

î
ï

Þ = - -
x

x
Df

1 3

4
1

1 3

4

1

2

1
1

2
 { , }  

۱۳ -
f x x

x
x
x

( ) = +
+

- +
+

3

1

1

3

 

x x
x x

Df
+ = Þ = -
+ = Þ = -

ì
í
î

Þ = - - -
1 0 1

3 0 3
1 3 { , }  

۱۴ -f x
x x

( ) =
-
1

3
 

x x x x
x
x
x

Df
3 2

0 1 0

0

1

1

01 1- = Þ - = Þ
=
=
=-

ì

í
ï

î
ï

Þ = - -( ) { , , }

  

f ريشۀ مخرج ها- ۱۵ x x

x

( ) =

-
-

1

1
1 1

 

x
x x

x x
x x

Df

=
- = Þ =

-
- = Þ

-
=

Þ - = Þ =

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï

Þ = -

0

1 0 1

1

1
1 0

1

1
1

1 1 2

0 1 2 { , , }}

 

۱۶ - f x
x
x

( ) =
-
+

1

2

1

 

Þ ريشۀ مخرج ها
+ = Þ = -
- = Þ =

ì
í
î

Þ = - -
x x
x x

Df
1 0 1

2 0 2
1 2 { , }  

۱۷ -f x x
x x

( ) =
- +4 2
5 4

 

 
x x x x4 2 2 2

5 4 0 1 4 0- + = Þ - - =( ) ( )
 

 
Þ

- = Þ
=
= -

ì
í
î

- = Þ
=
= -

ì
í
î

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

Þ = - - -

x
x
x

x
x
x

Df

2

2

1 0
1

1

4 0
2

2

11 2 2 { , , , }}

f (الف- ۱۸ x
x

( ) =
+
1

1
2

 

f (ب x
x

( ) =
+
1

1  

f (پ x
x x

( )
( ) ( )

=
+ -

1

2 2
 

f (ت x x x x
( )

( )( )
=

- +
1
1 1  

۱۹ -
y

x
= -1

3 3
| |

[ , ]
 

x

y

- - -3 2 1 1 2 3

1

3

1

2
1 1

1

2

1

3

 
۲۰ -f x

x
( ) [ , ]=

-
-1

3
1 7  

 x

y

-

- - - -

1 1 2
5

2

7

2
4 5 7

1

4

1

2
1 2 2 1

1

2

1

4
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۲۱ -f x
x

( ) [ , ]= - -4
8 8  

 x

y

- - - - -

- - - - -

8 6 4 2 1 1 2 4 6 8

1

2

2

3
1 2 4 4 2 1

2

3

1

2

 

۲۲ -f x
x

( ) [ , ]= -2
4 4  

x

y

- - - -

- - - -

4 2 1
1

2

1

2
1 2 4

1

2
1 2 4 4 2 1

1

2

 

 

x متعلق - ۲۳ f است كه1= x( ) = الف) شكل داده شده تابع ثابت2
x را در صورت و مخرج  به دامنه اش نيست، پس بايد عامل صفر كنندۀ1-

داشته باشيم؛ يعنی: 
 f x x

x
( ) = -

-
2 2

1
f يا  x x

x
( ) ( )= -

-
2 1

1
 

 ( , )1 3 و  ( , )0 2 نقاط از  كه  است  خطی  تابع  يک  داده شده  نمودار  ب) 
می گذرد، پس:

 ( , ) ,( , )0 2 1 3
3 2

1 0
1 2Þ = -

-
= Þ = +m y x  

f باشد (چون x x x( ) ,= + ¹2 2 بنابراين ضابطۀ تابع بايد به شكل 
x جزء دامنۀ تابع نيست) يعنی می  توانيم ضابطه را به شكل زير  = 2

بنويسيم:
 f x x x

x
f x x

x
( ) ( ) ( ) ( )= + -

-
Þ = -

-
2 2

2

4

2

2

 

 ( , )2 1- ) و , )0 3 پ) نمودار داده شده يک تابع خطی است كه از نقاط
x جزو دامنۀ تابع نيست، پس مثل قسمت قبل داريم: می گذرد و1=

 ( , ) ,( , )0 3 2 1
1 3

2 0
2 2 3- Þ = - -

-
= - Þ = - +m y x  

 Þ = - + -
-

f x x x
x

( ) ( )( )2 3 1

1
 

Þ = - + + -
-

= - + -
-

f x x x x
x

x x
x

( ) 2 2 3 3

1

2 5 3

1

2 2

 

برای پيداكردن دامنه، عبارت زير راديكال را بزرگ تر يا مساوی صفر - ۲۴
f x x( ) = - +3 3 قرار می دهيم:  

      x x Df- ³ Þ ³ Þ = + ¥3 0 3 3[ , )  
۲۵ -f x x( ) = + -2 1  

     x x Df+ ³ Þ ³ - Þ = - + ¥2 0 2 2[ , )  
۲۶ -f x x( ) = - +4 1  

     4 0 4 4- ³ Þ £ Þ = -¥x x Df ( , ]  
۲۷ -f x x( ) = - -5  

     - - ³ Þ £ - Þ = -¥ -5 0 5 5x x Df ( , ]  

۲۸ -f x x( ) = -2
9  

x x x x2 2
9 0 9 3 3- ³ Þ ³ ¾ ®¾¾ ³ Þ £ -nm] | |  

IÄ x Df³ Þ = -¥ - +¥3 3 3( , ] [ , )  

۲۹ -f x x x( ) = - -2
2 8  

x x x x2
2 8 0 4 2 0- - ³ Þ - + ³( )( )  

IÀï¾zÄn¾ ®¾¾ = = -x x4 2,  

Ï»k] ´wn Þ
-¥ - +¥

+ - +
x 2 4

0 0
 

¾¹¶Hj¾ ®¾¾ -¥ - +¥( , ] [ , )2 4  

۳۰ -f x x x( ) = - - +2
6  

- - + ³ Þ - + - ³x x x x2 2
6 0 6 0( )  

Þ - + - ³ Þ + - £( )( ) ( )( )x x x x3 2 0 3 2 0  
IÀï¾zÄn¾ ®¾¾ = - = +x x3 2,  

Ï»k] ´wn Þ
-¥ - + +¥

+ - +
x 3 2

0 0
 

Þ = - +Df [ , ]3 2  

۳۱ -f x x x( ) = -2 2  
 x x x x x x2

2 0 2 0 0 2- ³ Þ - ³ ¾ ®¾¾ = =( ) ,IÀï¾zÄn  

Ï»k] ´wn Þ
-¥ +¥

+ - +
x 0 2

0 0
 

Þ = -¥ +¥Df ( , ] [ , )0 2  

۳۲ -f x x x( ) = -3  

x x x x x x x x3
0 1 1 0 0 1 1- ³ Þ - + ³ ¾ ®¾ = =- =( )( ) , ,IÀï¾zÄn  

Ï»k] ´wn Þ
-¥ - +¥

- + - +
x 1 0 1

0 0 0

Þ = - +¥Df [ , ] [ , )1 0 1  

۳۳ -f x x x( ) = -4
3    

4 0 2 2 0
3x x x x x- ³ Þ - + ³( )( )  

IÀï¾zÄn¾ ®¾¾ = = - =x x x0 2 2, ,  
´wn

Ï»k]
Þ

-¥ - +¥
+ - + -

x 2 0 2

0 0 0
 

Þ = -¥ -Df ( , ] [ , ]2 0 2  
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۳۴ -f x x x( ) = -3 2  

 x x x x x x3 2 2
0 1 0 0 1- ³ Þ - ³ ¾ ®¾¾ = =( ) ,IÀï¾zÄn  

Þ رسم جدول

-¥ +¥

+ + +
- - - +

- - - +

x

x
x

x x

0 1

0

1 0

1 0 0

2

2( )

 

Þ = + ¥Df { } [ , )0 1  

۳۵ -f x x x( ) = -4 2   

x x x x x4 2 2
0 1 1 0- ³ Þ - + ³( )( )  

IÀï¾zÄn¾ ®¾¾ = = - =x x x0 1 1, ,  
Þ رسم جدول  

x

x
x
x

x

-¥ - +¥

+ + + +
- - - - +
+ - + + +

- + + - - +

1 0 1

0

1 0

1 0

1 1 0 0 0

2

2(x )(x )

 

 Df = -¥ - +¥( , ] [ , ) { }1 1 0   

۳۶ -f x x
x( ) = -

+
2
2   

x
x x x-

+
³ ¾ ®¾¾ = = -2

2
0 2 2

IÀï¾zÄn ,  

´wn
Ï»k]

· ï R

Þ

-¥ - +¥
- - - +
+ - + +
-
+

+ - +

x
x
x
x
x

2 2

2 0

2 0

2

2
0

 

Þ = -¥ - + ¥Df ( , ) [ , )2 2  

۳۷ -f x x
x

( ) = -
+

2
2

  

x x
x x

x Df
- ³ Þ ³
+ > Þ > -

¾ ®¾¾ ³ Þ = +¥
2 0 2

2 0 2
2 2

¥HoT{H [ , )  

است؛ - ۳۸  [ , ]-3 2 بازۀ  f x x ax b( ) = - + +2 تابع دامنۀ 
باشد.   - + -( )( )x x3 2 صورت به  بايد  راديكال  زير  عبارت  پس 
3- و ۲  چون مرزهای دامنه (همان ريشه های جدول تعيين علامت)
 ( )x - 2 3- است و ) كه ريشه اش )x + 3 هستند پس بايد دو عامل

كه ريشه اش ۲ است داشته باشيم، پس:

- + - = - - + - = - - +( )( ) ( )x x x x x x x
x

3 2 2 3 6 6
2 2
��� ��

 

می گيريم  نتيجه   - + +x ax b2 با  - - +x x2
6 مقايسۀ با  و 

b باشد. = 6 a و = -1
f است؛ پس:- ۳۹ ( )3 2= f اولاً x ax b( ) = + در تابع

2 3 3 4= + Þ + =a b a b  

ريشۀ  بايد   x = 2 پس است؛   [ , )2 +¥ دامنه چون  ديگر  طرف  از 
2 0a b+ = عبارت زير راديكال باشد. بنابراين: 

حالا اين دو معادله را در يک دستگاه حل می كنيم:
3 4

2 0
4 8

a b
a b

a b
+ =
+ =

ì
í
î

¾ ®¾¾ = = -- ,  
۴۰ -

  

f x x
x
y

( ) = + +
- -

2 1

2 1 2 7

1 2 3 4
 

۴۱ -
f x x
x
y

( ) = - -

- -

3 2

3 4 7 12

2 1 0 1  

۴۲ - 

  keH»  ÏI£TºH
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Rf = -¥( , ]1 Df و  = + ¥[ , )3 طبق نمودار دامنه و برد برابرند با:

اگر - ۴۳ و  می كنيم  مقايسه  هم  با  را  داده شده  تابع  دو  دامنۀ  ابتدا 
دامنه ها مساوی بود، می رويم سراغ بررسی برابری ضابطۀ دو تابع. 

f x x
x

D

g x x D

D D f gf

g

f g

( )

{ , }

( )

= -
-

Þ = - -

= + Þ =

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

Þ ¹ Þ ¹

4

2

2

1

1

1 1

1





 



۲۷۱

14
03

داد 
خر
يى 
نها

م   ـ            
ل دو

سا
يم 
ن ن
حا
امت
ونه 

نم

رياضی ۲رشتۀ تجربینمونه امتحان نيم سال دوم

۶ ـ نهايی خرداد ۱۴۰۳رديف نمرهkheilisabz.comمدت امتحان: ۱۲۰ دقيقهامتحان شمارۀ 

درستی و نادرستی عبارت های زير را مشخص كنيد.۱
x دارای دو جواب حقيقی است. x4 2

3 1 0-- ++ == الف) معادلۀ

g با هم برابرند. x x x( ) == --2 f و x x x( ) .== -- 1 ب) دو تابع

g منطبق است. x x( ) sin== f بر نمودار x x( ) cos( )== ++19

2

pp پ) نمودار تابع

۰/۷۵

جاهای خالی را با عبارت های مناسب كامل كنيد.۲
3 برابر  2 3 2 3 2 3 21 2 3 4x x x x-- -- -- --, , , x برابر ۷ باشد، آن گاه واريانس داده های x x x1 2 3 4, , , الف) اگر واريانس داده های

............... است.
 b c´́ y كه نمودار آن به صورت مقابل است، علامت ax bx c== ++ ++2 ب) در سهمی با ضابطۀ

............... می باشد.
y بازۀ ............... است. x== 3 پ) برد تابع با ضابطۀ

ت) انتهای كمان زاويۀ ۶ راديان در ربع .............. دايرۀ مثلثاتی قرار دارد. 

۱

) مماس است. مساحت دايره را محاسبه كنيد.۳ , )3 1-- 4 بر دايره ای به مركز 3 0x y-- == ۰/۷۵خط

۴
2 باشند. 3

5

-- 2 و 3

5

++ الف) معادلۀ درجه دومی بنويسيد كه ريشه های آن
x را حل كنيد. x++ ++ ==2 4 ب) معادلۀ

۱/۷۵

BC می باشد. مقادير x و y را محاسبه كنيد.۵ DE در شكل مقابل

 

۱

AB است؛۶ ED در شكل مقابل

CDE متشابه هستند.
DD

ABC و
DD

الف) نشان دهيد دو مثلث
DM باشد، آن گاه طول ضلع BC را محاسبه كنيد. == 4 AN و == 3 ،BE == 7 ب) اگر

 

۱

] نماد جزء صحيح است.)۷ ] ] رسم كنيد. ( , )--1 2 y را در بازۀ x== --1 2[ ۰/۷۵نمودار تابع[

) بگذرد، آن گاه ضابطۀ وارون f را به دست آوريد.۸ , )5
5

3
f از نقطۀ x ax( ) == ++ 4 الف) اگر وارون تابع

fg را به دست آوريد. g باشند، آن گاه دامنه و ضابطۀ تابع x x
x( ) == ++

--
5 4

3
f و x x( ) == ++ 1 ب) اگر

۲

الف) دونده ای مطابق شكل، روی مسير دايره ای از نقطۀ A به نقطۀ B می رسد. اگر شعاع دايره برابر ۹
 ( Æ )AOB == 15

 ۹ متر باشد، آن گاه طول كمان AB چند متر است؟

A == -- ++ --tan( )cos( ) sin( )cot( )8

3

3

4
660 300

pp pp
  ب) حاصل عبارت زير را به دست آوريد. 

  

۱/۷۵

] رسم كنيد.۱۰ , ]0 2pp y را در بازۀ x== --1 sin ۰/۷۵نمودار تابع
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۲۷۲

رياضی ۲رشتۀ تجربینمونه امتحان نيم سال دوم

۶ ـ نهايی خرداد ۱۴۰۳رديف نمرهkheilisabz.comمدت امتحان: ۱۲۰ دقيقهامتحان شمارۀ 

معادلات زير را حل كنيد.۱۱

) (الف )1
16

32
2 1 1x x-- --== log (ب  ( ) log ( )3

2
31 1 3x x-- == ++ ++  

۱/۵

log را برحسب m و n به ۱۲ 27

16
log3 باشند، آن گاه مقدار == n log2 و ==m الف) اگر

دست آوريد.
y رسم شده  a x b== ++ ++log ( )2 با ضابطۀ تابع  نمودار  ب) در دستگاه مختصات مقابل، 

است. مقادير b و a را به دست آوريد.
 

۱/۲۵

نمودار تابع f به صورت مقابل داده شده است. مطلوب است:۱۳
lim ( )
x
f x

®®1
الف)

 lim ( )
x

f x
®®-- ++1

ب)

] پيوسته است؟ , ]--1 1 پ) آيا تابع f در بازۀ
 

۰/۷۵

] نماد جزء صحيح است.)۱۴ ] حدود زير را در صورت وجود بيابيد. (

lim (الف
x

x
x x®®

--
++ --2

3

2

8

3 10
lim (ب  | |

[ ]x

x
x®® --

--
++3

2

1
 

۱/۲۵

x بررسی كنيد.۱۵ == 0 پيوستگی تابع زير را در
 f x

x x x

x

x x

( )

sin cos

==

++ <<

==

++ >>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

0

2 0

1 0
2

 
۱

در پرتاب دو تاس با هم، دو پيشامد A و B را به صورت زير تعريف می كنيم:۱۶
A: مجموع عددهای روشده ۸ باشد.

B: عددهای روشده برابر باشند.
P را به دست آوريد. B A( | ) الف) احتمال

ب) آيا دو پيشامد A و B مستقل هستند؟ چرا؟

۱/۲۵

در داده های ۱۴، ۲۳، ۸، ۱۷، ۲۶، ۱۱ و ۲۰؛۱۷
الف) چارک سوم را به دست آوريد.

ب) ضريب تغييرات داده ها را محاسبه كنيد.

۱/۵

۲۰جمع نمرات
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ب) نادرست (0/25)- ۱ الف) نادرست (0/25) 
پ) درست (0/25)

ب) منفی (0/25)- ۲ الف) ۶۳ (0/25) 
ت) چهارم (0/25)  (0/25) ( , )0 + ¥ پ)

۳ - S = 9p (0/25)  

 r = +
+

=| |12 3

16 9

3(0/25) (0/25)  
الف) راه اول:- ۴

 S = - + + =2 3

5

2 3

5

4

5
(0/25)  

 P = - + =( )( )2 3

5

2 3

5

1

25
(0/25)  

 x x2 4

5

1

25
0- + = (0/25)  

راه دوم:

 ( )( )x x x x- - - + = - + =2 3

5

2 3

5

4

5

1

25
0

2 (0/75)  
ب)

 x x x x x x x+ = - Þ + = - + Þ - + =2 4 2 8 16 9 14 0
2 2

(0/5)
� ���������� ����������  

 Þ
=
=

ì
í
î

x
x

7

2

(0/25)

(0/25)¡ï¡ïù
 

۵ -

 x
x

x
x

x+
+

=
+

Þ =2

2 9 2 4
8 (0/5)  

 x
x

y y y
3 4 14

8

28 14
4

+
= Þ = Þ = (0/5)  

الف)- ۶

 
C C
B E

ABC CDE1 2
=
=

ü
ý
þ

Þ
D D(0/25)

(0/25)
~  

ب) راه اول:
 BC
CE

x
x

xBC x= ¾ ®¾¾
-

= Þ ==3

4 7

3

4
3

(0/25)
� ������ ������

(0/25)  

راه دوم:

 BC
CE

BC
BC CE

BC= Þ
+

= Þ =3

4

3

7
3

7

��� ��
(0/5)  

نمره تعلق گيرد.)(به رسم درست هر پاره خط 0/25 نمره تعلق گيرد.)- ۷

 

۸ - ( , )5

3
5 5

5

3
4Î Þ = +f a (0/25) Þ =a 3

5
(0/25) ۸-الف) 

 y x y x f x x= + Þ - = Þ = --3

5
4 4

3

5

5

3
4

1( ) ( )

(0/5)
� ���������� ����������

 

 Df =  (0/25) , { }Df = - 3 (0/25) ب) 

 , { , }Df
g

= - - 3
4

5
(0/25)  

 f x
g x

x
x
x

x x
x

( )
( )

( )( )= +
+
-

= + -
+

1

5 4

3

1 3

5 4
(0/25)  

۹ - 15
12

 = p
(0/25) ,L = ´ =9

12

3

4

p p
(0/25) الف) 

 tan( )8

3
3

p = - )cos و (0/25) )- = -3

4

2

2

p
(0/25) ب)  

 sin( )660
3

2
= - )cot و (0/25) )- =300

3

3
(0/25)  

 A = - = -6

2

1

2

6 1

2
(0/25)  

(رسم شكل 0/75)- ۱۰

 
۱۱ - 2 2 8 4 5 5

8 4 5 5- + -= Þ - + = -x x x x
(0/25)

� ��� ��� الف) 

 Þ = -x 1

3
(0/25)  

 log ( ) log ( )
3

2

3
1 3 1x x- - + = ب) راه اول: 

 Þ -
+

= Þ -
+

=log ( )
3

2 2
1

3
1

1

3
3

x
x

x
x

(0/25) (0/25)
� ��� ��� ��� ��

 

 Þ - - = Þ
=
= -

ì
í
î

x x
x
x

2
3 10 0

5

2

(0/25)

(0/25)
 

 log ( ) log ( ) log ( )
3

2

3 3
1 3 3x x- = + + راه دوم: 

 Þ - = +log ( ) log ( )
3

2

3
1 3 9x x
(0/25)

� ����� �����  

 Þ - = + Þ - - =x x x x2 2
1 3 9 3 10 0

(0/25)
� ������� �������  

 Þ
=
= -

ì
í
î

x
x

5

2

(0/25)

(0/25)
 

الف)- ۱۲

 log( ) log( ) log( ) log( ) log( )27

16
27 16 3 2

3

2 4= - = -
(0/25)

� �������� ���������  

 = -3

2
4n m

(0/25)
��� ��

 

 b = -2 (0/25) ب) 
( / , ) log ( / )2 5 0 0 2 5 2

2
Î Þ = + -f a  

 Þ + =-a log
2

1
2 0( ) (0/25)  Þ - = Þ =a a1 0 1(0/25)
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ب) ۱(0/25)- ۱۳ الف) وجود ندارد. (0/25) 
پ) خير (0/25)

الف)- ۱۴

 lim ( )( )
( )( )

lim
x

x x x
x x®

- + +
- +

=
2

2
2 4 2

2 5

(0/25)

(0/25)

� ��� ���

� �� �� xx

x x
x®

+ +
- +

=-
2

2
4 2

5

12

7( )
(0/25)  

 lim | |
[ ]x

x
x® -

-
+

=
3

2

1

1

3

(0/25)
(0/25)

ب) 

۱۵ -

 lim ( ) lim (sin cos )
x x

f x x x
® ®- -

= + =
0 0

1(0/25)  

 lim ( ) lim ( )
x x

f x x
® ®+ +

= + =
0 0

2
1 1(0/25)  

 f ( )0 2= (0/25)  

 Þ ¹ Þ
®
lim ( ) ( )
x
f x f

0
0 f در صفر پيوسته نيست. (0/25)  

الف) راه اول:- ۱۶
 A n A= Þ ={( , ),( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )} ( )2 6 6 2 3 5 5 3 4 4 5

(0/25)
� ���������� �����������  

 

 A B n A B∩ ∩� ������� �������= Þ ={( , )} ( )4 4 1

(0/25)

 

 Þ =P B A( | ) 1

5
(0/25)  

راه دوم:

 P B A P A B
P A

( | ) ( )
( )

= = =

1

36

5

36

1

5

(0/25)

(0/25)
(0/25)  

P ب) راه اول: B P B A( ) ( | )= ¹1

6

(0/25)
� ���� ����

 
A و B مستقل نيستند. (0/25)

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) = = ´ ¹5

36

6

36

1

36
(0/25) راه دوم: 

A و B مستقل نيستند. (0/25)
۱۷ - 8 11 14 17 20 23 26, , , , , , الف) 

Q
3

23= (0/25)  
 x =17 (0/25) ب) 

 s2 81 36 9 0 9 36 81

7

252

7
36= + + + + + + = = (0/5)  

 s = 6 (0/25) ,CV = 6

17
(0/25)  
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